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Zielsetzung

Dieser Aufsatz soll zwei unterschiedliche Berechnungsmaéglichkeiten des Gravitationsfeldes in und um
kugelférmige Korper betrachten. Die Ergebnisse werden an entsprechenden Beispielen verglichen
und diskutiert. In einem zweiten Teil erfolgt anschlieRend die Ableitung des Gravitationsfeldes fur die
flachenhafte Ausdehnung von Massen.

Die graphischen Darstellungen mit ihren Ergebnissen, die in diesem Aufsatz Verwendung finden,
werden aus einer Modell-Exceldatei enthommen, mit deren Hilfe eine diskrete Berechnung der
Gravitation durchgefiihrt werden kann.

1. Grundlegendes zur Berechnung
Es gibt zwei Moglichkeiten, eine Gravitationsberechnung in und um einem kugelférmigen Koérper

durchzufihren.

1.1 Die zentrumsbezogene, integrale
Rechenweise, die nur mit den Innenmassen arbeitet.
(Derzeit am haufigsten verwendete

Berechnungsmethode.) Zur Berechnung werden in
der Ableitung nur die Massen, die innerhalb der
l visuellen Bahn des betrachteten Massepunktes um
das galaktische Zentrum liegen, betrachtet. Die
Ableitung der Gravitation fir kugelférmige Koérper
wird unter Punkt 2 in aller Ausfihrlichkeit
nachvollzogen.

Graphik 1
Die zentrumsbezogene integrale
Rechenweise

Graphik 2
Die diskrete, meBpunktbezogene
Rechenweise
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1.2 Die diskrete, meBpunktbezogene Berechnung wird durch zahireiche Einzelberechnungen mit
einer Modelldatei realisiert, in der die Massen gerastert sind. In der gleichen Datei werden die
Einzelberechnungen dann zusammengefasst und in die jeweiligen Parameter umgerechnet.
Verwendet werden in diesem Modell alle! Einzelmassen der gerasterten Kugel, sowohl die Innen- als
auch die AuBRenmassen der galaktischen Kugel bzw. Flache. Zur Berechnung werden alle gravitativ
relevanten GroRen bericksichtigt.




Betrachtet werden die beiden unterschiedlichen Berechnungsmdéglichkeiten und die Ergebnisse
derselben. Die diskrete Berechnung erfolgt an einem galaktischen Kugel- und Flachenmodell, das
rotationssymmetrisch aufgebaut ist und insgesamt 5056 Massenpunkte fiir die Kugel bzw. 357 fir die
Flache enthalt. Vom Zentrum ausgehend gibt es 10 Messpunkte bis zum Rand. Es wird erwartet, dass
beide Modelle vergleichbare Ergebnisse liefern. Eine gewisse Abweichung zwischen den Ergebnissen
wird durch die diskrete Ausrechnung (Rasterung) erwartet, diese Abweichung sollte sich aber deutlich
im unteren einstelligen Prozentbereich (ca.1%) als Toleranz befinden.

2. Die Ableitung der Gravitation in der zentrumsbezogenen, integralen

Rechenweise nach ,,Alonso & Finn* '

Diese Ableitung ist eines der Standardwerke zu diesem Thema, die wohl jeder Student der Physik
verinnerlicht hat. Es wird an dieser Stelle die Ableitung mdglichst sinngemaf, aber mit eigenen Worten
wiedergegeben :

Alle Formeln, die die Gravitation betreffen, gelten genau genommen stets flir Punktmassen. In der
Berechnung des Laufes der Planeten um die Sonne sind die Abmessungen der kugelférmigen Kérper
im Verhaltnis zu ihrem Abstand vernachlassigbar klein. Sie kénnen deshalb als Punktmassen gelten.
Nahert man sich aber einer kugelférmigen Masse, so ist zu untersuchen, ob die bisher flr
Punktmassen verwendeten Formeln auch fir volumindse Koérper bei kurzer Distanz gelten. Selbst
Newton war sich wegen dieser Fragen nicht sicher und verschob seine Verdffentlichungen tber die
Gravitation um bald zwei Jahrzehnte. Erst als er eine Erklarung gefunden hatte, veréffentlichte er sein
Werk. Die Anziehungskraft zwischen den Massen wird berechnet mit der Formel
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Es soll das Gravitationsfeld einer Kugeloberflache mit gleichmaRiger Massenverteilung untersucht

werden. Diese Kugel ist innen leer. Es wird zuerst eine aulierhalb liegende Masse P betrachtet.
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Graphik 2 Berechnung des Gravitationsfeldes fiir einen Punkt, der sich aullerhalb einer Masse
befindet, die gleichméaRig liber eine Kugeloberflache der Hohlkugel verteilt ist.

! Ableitung stark angelehnt an die Themenbehandlung im 1. Teil der Reihe ,Fundamental University
Physics“ von Alonso & Finn

Deutsche Fassung: M. Alonso/ E.J.Finn, Physik 3. Auflage (2000) Oldenboerg Verlag /S. 318 ff Die
Gravitation eines kugelférmigen Korpers



Zur Krafteberechnung unterteilen wir die Kugeloberflache in kreisformige schmale Streifen, die alle
ihren Mittelpunkt auf der Linie AB haben. Der Radius eines jeden Streifens ist R =a-sin@ und die
Breite ist ad@ . Die Oberflache eines jeden Streifens ist Ldnge x Breite =

(27asin0)- (ad®) = 27 -sin 66 .

Wenn m die Gesamtmasse der Kugel ist, dann ist die Masse per Oberflacheneinheit und die

dma

) 1 }
Masse eines Streifens ist dann m = (27za2 -sin @ - d@) = 5 -m-sin@-do

4ma

Alle Punkte des Streifens haben den gleichen Abstand R von P. Das gravitative Potential eines
Steifens, der auf P wirkt ist dann

y(zm-sinﬂcw]
dv =- - :—yz']’e"-sine-de (F1.1)

Aus Graphik 2 folgt, dass R> =a’ +r* —2ar-cos 0, . Durch differenzieren folgt hieraus, dal a
und r konstant sind.

R -dR =2ar-sin0-d0 — sin@-do = LR
a-r
Dadurch kénnen wir im Vergleich zu dV ersetzen, und wir bekommen
dv =" dr (F2)

2ar
Um das ganze Potential der Kugeloberflache zu bekommen, missen wir integrieren, wobei die
Grenzen fur R durch r+a und r-a festgelegt sind.

y=-L" J.dRZ—y.m(2r):—7.m Fir r >a (F3)
2ar ? 2ar r

r—a

Fur eine innenliegende Masse wird die Gravitation wie folgt abgeleitet

Graphik 3 Berechnung
des Gravitationsfeldes fiir
einen Punkt innerhalb einer
Masse, die gleichméaBig (ber
eine Oberfldche verteilt ist.

Die ideale Hohlkugel

Zentrum




Wenn P innerhalb der Kugel mit Abstand R, also zwischen den Grenzen von a+r und a-r furR
liegt, so wird der Wert fiir das Potential

y=-2" jd :_}/-m(zr):_}/-m Fir r<a (F4)
2ar 2ar a

a-r

Bzw. wir erhalten einen konstanten Wert, der unabhangig von der Lage von P ist. Durch Anpassen
von Formel (F1) finden wir fur die Feldstarke, die auf Punkte wirkt, die auRerhalb der Kugeloberflache
liegen

G:_}/’;zm e, Fir r> a (F5)

Und fir Punkte die innerhalb der Kugeloberflache liegen

G=0 Fir r<a (F6)

Wenn wir die Formeln (F3) und (F5) mit den entsprechenden Formeln fir die Flachenberechnung
vergleichen, kommen wir zu folgender Zusammenfassung:

Die Feldstarke und die Energie zeigt fur Punkte aufl3erhalb einer Masse, die gleichmaRig Uber eine
Kugeloberflache verteilt ist, die gleiche Feldstarke und ein gleich hohes Potential auch dann an, wenn
man die gleiche Masse im Mittelpunkt der Kugel platzieren wirde. Fur alle Punkte innerhalb der
Hohlkugel ist die Feldstarke gleich Null und die Energie ist konstant.
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Graphik 4  Verdnderung von G und V als Funktion des Abstandes zum Mittelpunkt fiir eine Masse,
die gleichmé&Rig lber eine Kugeloberflédche verteilt ist.

Nach der Hohlkugelberechnung wird nun eine Vollkugel auf ihr gravitatives Verhalten hin untersucht.

Die Graphik 4 zeigt die Veranderung von G und V als Funktion des Abstandes zum Mittelpunkt der
Kugel. Geht man, aus dem Unendlichen kommend, von aul3en zum Mittelpunkt, so verandert sich das
Potential beim Passieren der Kugelschale nicht (Die Steigung veradndert sich wohl ungleichmaRig),
wahrend die gravitative Feldstarke G eine plotzliche Veranderung erfahrt und entsprechend der
Formel (F5) unvermittelt zum Mittelpunkt hin auf Null abfallt.




Die ideale Vollkugel
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Graphik 5  Berechnung des Gravitationsfeldes
flir einen Punkt aul3erhalb einer massiven Kugel.

Wenn o die Massendichte auf einer Kugel ist,
dann ist m =4/1a’0, so dass der Sprung beim
Passieren der Kugeloberflache in der Feldstarke
gleich -4llyo ist.

Es ist das gleiche Ergebnis, wie flr eine
Massenverteilung in einer ebenen Flache. Flache
und Kugel verhalten sich in ihrer gravitativen
Wirkung gleich.

Unterstellt man, dass die Massen im
Kugelvolumen gleichmalRig verteilt sind, die
Kugel also massiv ist, so kénnen wir die Kugel
als eine Summe aus lauter dinnen Kugelschalen

auffassen. Jede Kugelschale liefert eine Feldstarke, wie durch die Formeln (F5) und (F6) vorgegeben.
Fur einen Punkt aulRerhalb der Kugel werden, weil der Abstand r von P zu den Mittelpunkten aller
Kugelschalen gleich ist, die Massen aufgeteilt, so dass man wieder zu dem Ergebnis von Formel (F5)

kommt.

Deshalb gibt eine massive, gleichmaRig massenverteilte Kugel den Punkten auRerhalb der Kugel eine
Feldstarke und ein Potential vor, die dem entsprechen, als wenn alle Massen der Kugel im Mittelpunkt
zu einer vergleichbar groRen Punktmasse vereint waren.

Dieses Postulat gilt auch, wenn die Kugel nicht homogen ist, sofern sie eine kugelsymmetrische
Verteilung der Massen aufweist, ebenfalls geltend fur den Fall, dass die Massendichte allein vom
Abstand zum Mittelpunkt der Kugel abhangt. Dies gilt nicht fir eine Massenverteilung, die von der

Richtung abhangt.

Die ideale Vollkugel

Zentrum

Graphik 6 Berechnung des Gravitationsfeldes
fur einen Punkt innerhalb einer massiven Kugel.

Um nun die Feldstarke innerhalb einer
homogenen Kugel zu finden, betrachten wir
einen Punkt P, der einen Abstand von

r <a vom Mittelpunkt hat. Wir zeichnen in die
massive Kugel einen Radius r ein und
bemerken, dass die Schalen mit einem Radius,
der gréfRer als r ist, nichts zur Feldstarke in
Punkt P beitragen, weil P innerhalb liegt,
wahrend die resultierende Feldstarke von allen
Schalen mit einem Radius der kleiner als r ist,
ein Feld liefert, wie in Formel (F5). Wenn m’ die
Masse ist, die in einer Kugel mit Radius r liegt,
dann ist dies die Feldstarke in P:

y-m (F7)

Graphik 7

zeigt die Verédnderung von G fiir eine massive
homogene Kugel als Funktion des Abstandes zum Mittelpunkt der
Kugel.
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Wenn wir alles in Formel (F7) einsetzen, finden wir zum Schluss fir die Feldstarke innerhalb der
Kugel

Die Feldstarke innerhalb einer homogenen Kugel ist deshalb abhangig vom Abstand zum Mittelpunkt
(siehe Graphik 7). Wir Gberlassen es dem Leser nachzuvollziehen, dass das Gravitationspotential fur
einen Punkt auRerhalb der homogenen Kugel einen Wert hat, der gemaf Formel (F4) mehr gilt, als fur
einen Punkt, der innerhalb der Kugel liegt.

V:—]/—m(l”z—3a2) Fir r<a
2ar’

Wenn wir statt einer homogenen Kugel einen Koérper mit einer anderen Form von Symmetrie, zum
Beispiel eine nicht homogene Kugel betrachten, missen wir beachten, dass plétzlich Fehler in den
Formeln auftreten. Mehr als alle Probleme mit der Kugelsymmetrie hangen die gravitativen
Eigenschaften einer massiven, homogenen Kugel allein vom Abstand des Punktes P von dem
Mittelpunkt der Kugel ab. Die Lésung vieler physikalischer Probleme bei der Gravitationsberechnung
gelingt durch eine Anpassung an Symmetriebetrachtungen. So wird durch diese Vereinfachung das
Problem in eine ansehnliche Mathematik umgewandelt.

Die Gravitationswirkungen zwischen zwei homogenen Kugeln hangt allein vom Abstand zwischen den
Mittelpunkten ab.

Zusammenfassung:
Am Anfang dieses Kapitels wurde die Frage gestellt, ob die Formeln, die die Gravitation betreffen und

nur fir Punktmassen gelten, auch fir volumindse Korper ihre Gltigkeit behalten.
Diese Frage ist beantwortet.

Alle Formeln, die die Gravitation betreffen, gelten — unter bestimmten Bedingungen - sowohl fir
Punktmassen als auch fur kugelférmige Korper. Kugelférmige Korper kdnnen dann als Punktmassen
gelten, wenn nur die Massen in der Rechnung beriicksichtigt werden, die innerhalb einer (die
Gravitation kompensierenden) Umlaufbahn des Punktes P liegen. Die Massen auferhalb dieser
Umlaufbahn finden keine Berilicksichtigung.

Und der kugelférmige Koérper sollte rotationssymmetrisch aufgebaut sein, sodass die Massen im
Mittelpunkt des Volumens zusammengefasst werden kdnnen.
M und r liegen damit fest und kénnen zur Berechnung von F eingesetzt werden.

3. Die Ableitung der Gravitation in der meBpunktbezogenen, diskreten
Rechenweise

Zur diskreten Rechenweise sind grundsatzliche Uberlegungen anzustellen, aus denen ein neuer
Ansatz ersichtlich wird. Es sind zwei Mdglichkeiten gegeben, die im zweiten Kapitel ausfihrlich als
Ergebnis dargestellt wurden.
1. Es wird davon ausgegangen, dass im Mittelpunkt eines kugelférmig, punktsymmetrischen
Kdrpers die Gravitation sich nicht splren lasst. (Also aufgehoben ist.)
2. Es ist davon auszugehen, dass innerhalb einer Hohlkugel keine Gravitation splren Iasst (sich
aufhebt), wenn die Massen auf der Oberflache der Kugel gleichmaRig verteilt sind.

Es ist nun die Frage zu stellen, was geschieht, wenn die Massen ungleichmallig, also asymmetrisch
verteilt sind. Betrachten wir zunachst den erstgenannten Ansatz, dass sich an einem Punkt P, der sich
im Mittelpunkt einer Massenverteilung befindet, keine Gravitation spiren lasst (sich aufhebt).




Graphik 8 Im Mittelpunkt einer homogenen
Die ideale Vollkugel massiven Kugel ist die Gravitation = 0

Zentrum

Die Massenverteilung in diesem
kugelférmigen Korper ist gleichmaRig. Die
den Mittelpunkt umgebenden Massen der
Kugel heben sich dann in ihrer gravitativen

i Wirkung auf, wenn sie, vom Mittelpunkt aus

3 betrachtet, sich gleichweit und genau
entgegengesetzt gegentiiberliegen.

Daraus folgt, dass der Punkt P im Mittelpunkt
< =0 keine Gravitationswirkung erfahrt.

Graphik 9
Lasst man nun P aus dem Mittelpunkt der
Die ideale Vollkugel Kugel zum Rand wandern, so bleibt die

Aufhebung der Gravitation fur alle P
umgebenden Massen auch dann erhalten,
solange sie sich gleichweit und
gegenuberliegend von P befinden. P liegt

T dann im Zentrum oder im Mittelpunkt eines
/,/ A / linsenférmigen, punktsymmetrischen
P

| Zentrum

Volumens, in dem sich alle Massen in ihrer
gravitativen Wirkung in Bezug auf P
| aufheben. Dieses linsenférmige Volumen
wird gebildet durch Spiegelung an einer

. "ol orthogonal zum Radius r im Abstand r
\ /’ gelegenen gedachten Flache. Diese Flache

AW e bildet ~zusammen mit der nahezu
N halbkugeligen Wélbung mit der Hohe a — r

— einen Kugelabschnitt (in der Graphik als

Kreisabschnitt sichtbar). Spiegelt man diesen
Kugelabschnitt in P um 180 Grad, so ergibt dieser Kugelabschnitt zusammen mit der Spiegelung
desselben, ein linsenférmiges, symmetrisches Volumen, in dessen Mittelpunkt oder Zentrum sich P
befindet.

Gravitative Wirkungen auf P gehen von diesem linsenférmigen Volumen nicht aus, da sich alle
Massen, die von P aus gesehen sich gegenuberliegen und gleichweit entfernt sind, sich in ihrer
gravitativen Wirkung auf P aufheben. Von der massiven Gesamtkugel bleibt nach Abzug des
linsenférmigen Volumens nur ein becher- oder schalenférmiges Volumen, das gravitativ auf P wirkt.
Es liegt unmittelbar links des linsenférmigen Volumens. Durch dieses becher- oder schalenférmige
Volumen entsteht eine Asymmetrie in der Massenverteilung der Gesamtkugel in Bezug auf Punkt P.
Dem aufmerksamen Leser wird nicht verborgen geblieben sein, dass sich r, das sich ja auf den
Mittelpunkt des kugelférmigen Gesamtkdrpers bezieht, nun fur die gravitative Berechnung nicht mehr
relevant sein kann. Auch die Masse des nun bedeutungslos gewordenen ,Innenkreises“ aus der
integralen, zentrumsbezogenen Berechnung, ist verschieden von der Masse des becher- oder
schalenférmigen Volumens. Der Radius r und die Innenkreismasse befinden sich ganz im Bereich der
sich gegenseitig aufhebenden gravitativen Krafte und sind damit bedeutungslos.

Betrachten wir den zweitmdglichen Ansatz. Als Ergebnis der Ableitung im zweiten Kapitel wurde
festgestellt, dass sich im Inneren einer Hohlkugel keine gravitativen Krafte auswirken. In der nun
folgenden Graphik 10 wird diese Hohlkugel zentrisch im Inneren einer massiven Kugel dargestellt. Die
Hohlkugel ist so grof3, das sich P mit seiner ganzen Innenbahn im Inneren der Hohlkugel befindet Es
gibt damit keine Innenmassen, von denen P angezogen werden konnte. Es bleibt dem werten Leser
Uberlassen, die sich ergebenden Folgerungen in der Graphik selbst nachzuvollziehen. Gezeigt werden
die gravitativen Krafte und die unterschiedlichen Radien. Das r aus der integralen,
zentrumsbezogenen Berechnung wird zu r ;. umbenannt, weil sich die Innenbahn des Punktes P nur
noch als eine visuelle Umlaufbahn darstellt.




Das Ergebnis dieser Betrachtung ist flr beide Ansatze gleich. Im Innenbereich der massiven Kugel
gibt es keine gravitativen Kraftwirkungen auf Punkt P von Massen, die nahe dem Zentrum sind. Einzig
das becherférmige Volumen im Randbereich, in Graphik 9 und 10 sichelférmig dargestellt, tbt eine
gravitative Wirkung auf P aus.

Die ideale Vollkugel mit innenliegender Hohlkuge!
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Graphik 10

Es handelt sich in dieser Graphik um eine rein schematische Darstellung aller Kurven.

Auch die Masse des becherféormigen Volumens kann nicht einfach zu einem gemeinsamen
Schwerpunkt zusammengefasst werden, da sich die Massen gegenseitig teilweise aufheben und auch
unterschiedlich stark auf P, je nach Entfernung, einwirken. Im Rahmen dieses Aufsatzes wird keine
genaue Berechnung durchgefiihrt, diese kann in einem weiteren Aufsatz 2 in dieser Webseite
nachvollzogen werden. Es wird empfohlen, beide Aufsatze im Zusammenhang zu lesen.

Es werden nur die Krafte, nicht die Massen, der einzelnen Massepunkte des becherférmigen
Volumens zusammengefasst und in einem gemeinsamen Drehpunkt mit dem Abstand ry,, von P
festgelegt. (rot markiert in der Graphik 9) Die Kraftesumme des becherférmigen Volumens kann nun in
ein entsprechendes Massenaquivalent umgerechnet werden. Durch Umwandeln von (F1) erhalten wir:

_F'VZ _F'l"z

grav.

yom y-m

M r in rga. umbenennen (F8)

grav.

So erhalten wir die anziehende Masse (als Aquivalent), den Radius lgrav., AUS der Zusammenfassungz,
und die Gravitation, die auf P wirkt.

Die diskrete Berechnung kann zunachst nicht Gber eine zusammenfassende Formel geldst werden.
Sie wird aber mdglich, indem man eine massive Kugel in eine moglichst grofRe Anzahl von
Einzelpunkten aufteilt. Durch diese Rasterung entsteht eine Vielzahl von Einzelrechnungen, die dann
sinnvoll zu einem Ergebnis zusammengefasst werden kénnen. Mit den heutigen Mdglichkeiten einer
computergestitzten Berechnung ist das ja auch durchaus mit einfachen Mitteln mdglich. Es wurde fir
die diskrete Berechnung ein Kugelmodell in EXCEL entworfen, das mit 5065 Massepunkten arbeitet.

2 ,» Das Mehrkorperproblem in der Berechnung einer Galaxie und der Virialsatz und seine Anwendung”® M. Krause 3/2005



Bedingt durch die Rasterung ist mit nicht absolut genauen Ergebnissen zu rechnen. Der Fehler liegt
bei ca. 1% relativer Toleranz. Dies ist angesichts des Umfangs der diskreten Berechnung ein
vertretbarer Fehler.

Es wurden 10 Messpunkte +1 Mittelpunkt vom Zentrum bis zum Rand der massiven Kugel festgelegt.
Fur jeden Messpunkt missen die Krafte der anderen 5064 Massenpunkte neu berechnet werden, so
dass die Gesamtsummen der Berechnungen bei iber 50.000 Einzelrechnungen liegt. Das Ergebnis
der diskreten Berechnung des Gravitationsfeldes wird nun in der folgenden Graphik dargestellit.

Graphik 11 Es sind (links im Bild) die
Ergebnisse fur eine Hohlkugel, deren
' Massen auf der Oberflache
: gleichmalig verteilt sind und fur eine
X massive Kugel (rechts im Bild)
r M a r | dargestellt. In beiden Kugeln wurde fiir
I P die Gravitation innerhalb und
| auBerhalb berechnet. Vergleicht man
| die Ergebnisse mit der integralen,
' zentrumsbezogenen Berechnung, so
! ' stelt man fest, dass sich die
Ergebnisse entsprechen.

G ! G

a
M G=0 |
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Die diskrete, meRBpunktbezogene Berechnung und
die zentrumsbezogene, integrale Berechnung
fuhren beide, innerhalb und auBerhalb einer massiven homogenen Kugel oder Hohlkugel zu den
gleichen Ergebnissen bei der auf den Punkt P wirkenden Gravitationskraft!

Der Aufwand ist allerdings bei der diskreten Berechnung erheblich gréRer. Die diskrete Methode hat
aber einen entscheidenden Vorteil gegeniber der zentrumsbezogenen, integralen Berechnung. Die
Massen kénnen im Rahmen der Kugelsymmetrie beliebig verédndert werden und man handelt sich
deswegen keine Fehler ein, wie das beim Modell 1 der Fall ware. Erinnern wir uns an den Satz aus
Kapitel 2:........ “Wenn wir statt einer homogenen Kugel einen Koérper mit einer anderen Form von
Symmetrie, einer nicht homogenen Kugel betrachten, missen wir beachten, dass Fehler in den
Formeln auftreten.” Diese Fehlerquelle gibt es bei der diskreten Berechnung nicht.

Betrachten wir nun den bereits erkannten Umstand der Verschiedenheit der Ausgangswerte (r, M),
also von der gravitativ wirkenden Masse M und dem Radius r, in den beiden Berechnungsmodellen.
Es ist schon erstaunlich, dass die Gravitation als Ergebnis in beiden Modellen gleich ist und die
Ausgangswerte, die zum gleichen Ergebnis fuihren, unterschiedlicher nicht sein kénnen.

Vergleichen wir zunachst die Werte der anziehenden Massen der beiden Rechenmodelle miteinander.

Die Massenzunahme im diskreten

und im integralen Modell Graphik 12 Es ist deutlich zu erkennen,
wie unterschiedlich die auf P wirkenden

Massenanteile in den beiden

2 Modellrechnungen der massiven Kugel

§ sind. Die diskret ermittelten Massenwerte

s (Massenaquivalenz) der pinkfarbenen

1 Kurve werden selbst auBerhalb der Kugel

integral

nicht den absoluten Massenwert der
massiven Kugel erreichen. Der Grund liegt
Catiet in den sich teilweise aufhebenden
gegeniuber von P liegenden Massen der
Kugel. Liegen sie sich um 180° gegenuber,
so ware ihre gravitative Wirkung auf P (bei
gleicher Entfernung) gleich Null. Wird der
Winkel kleiner, so heben sie sich
entsprechend dem Krafteparallelogramm,
— -l M , . nur noch teilweise auf.
A e 5 10 Die schwarze Kurve, der
Innenmassenzuwachs der Kugelschalen
bei der integralen Berechnung, geht beim Passieren der Kugeloberflache in eine Gerade Uber, da ein
weiterer Massenzuwachs nicht mehr stattfindet. Es ist einsichtig, das bei gleichen Kraften (als
Ergebnis) in den unterschiedlichen Rechenmethoden (integral und diskret) aber unterschiedlicher
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Massen als Ausgangswert, zwangslaufig die Radien in den beiden Modellen auch unterschiedlich sein

mussen. Auch dies soll graphisch dargestellt werden.

Die GréRe der Radien im diskreten
und im integralen Modell

L

1

1

-
(=]

| Radiug= Abstand zwischen P
| und gravitativem Drehpunkt

/diskret

Abstand zwischen P und dem Mittelpunkt der Kugel ——=

M T T T T
1 5 10

Graphik 13 Der Radius bei der
integralen, zentumsbezogenen
Berechnung ist stetig ansteigend und
zeigt den Abstand zwischen P und
dem Mittelpunkt der massiven Kugel
an. Der Radius fiur die diskrete,
melpunktbezogene Berechnung zeigt
den Abstand zwischen P und dem
gravitativen Drehpunkt der gravitativ
wirkenden Massen der massiven Kugel
an. Dieser Radius heilt rg, und ist zu
unterscheiden von r,s (= visuell), da
der Innenkreis von P in der diskreten
Berechnung eine Librationsbahn und
nicht die tatsdchliche gravitative Bahn
darstellt.

Diese Librationsbahn ist nur die
sichtbare (visuelle) Bahn von P um den
Mittelpunkt der massiven Kugel.

Man erkennt, dass eine auf die
unterschiedlichen Radien oder auf die

unterschiedlichen Massen aufbauende weiterfihrende Berechnung, fur die integrale und fur die
diskrete Berechnung zu unterschiedlichen Ergebnissen fiilhren muss. Mdchte man z.B. die visuelle
Umlaufgeschwindigkeit von P um den Mittelpunkt der massiven Kugel ausrechnen, so erhalt man

folgerichtig auch unterschiedliche Geschwindigkeiten.

Die GroRe der visuellen Umlaufgeschwindigkeit
von P im diskreten und im integralen Modell

1

L
Kugeloberflache

1

o
— 3= Visuelle Umlaufgeschwindigkeit von P .

L

um den Mittelpunkt der Kugel

Il

(3.}
4

diskret

stand zwischen P und dem I\Lﬂelpunkt der Kugel ——

1 5 10

Graphik 13

Mit der diskreten Rechenmethode
erhdlt man im Randbereich der Kugel,
bei gleichmaliger Massenverteilung,
eine hohere visuelle
Umlaufgeschwindigkeit von P um den
Mittelpunkt der Kugel. Bei einer
ungleichmaRigen Massenverteilung,
wenn mehr Massen im zentralen
Bereich der Kugel angesiedelt sind,
wird, zwar in abgeschwachter Form,
auch die visuelle
Umlaufgeschwindigkeit im
Randbereich héher sein, als bei der
integralen Berechnung.

4. Zusammenfassung fur die Berechnung der Gravitation eines

kugelformigen Korpers

Fasst man die bisherigen Ergebnisse zusammen, so wird klar, das die beiden Rechenmethoden zu
unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Einzig fir die Berechnung der gravitativen Kraft ist die integrale
Methode die schnellere Mdglichkeit um zu einem in diesem Fall korrekten Ergebnis zu kommen.
Dieses gleiche Ergebnis mit den beiden Rechenwegen zur Berechnung der gravitativen Kraft soll

genauer untersucht werden ( * siehe weiter unten)
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Einschrankend sollte aber gesagt werden, dass bei der integralen Rechenmethode, nur bei
gleichmaliger Massenverteilung innerhalb der Kugel, ein richtiges Ergebnis fir die gravitative Kraft zu
erwarten ist. Anders verhalt es sich mit der diskreten, meflRpunktbezogenen Rechenmethode, sie ist
zwar erheblich aufwendiger und auch nur mit Hilfe eines Rechners praktikabel einsetzbar, dafir ist sie
aber fur jede Gravitationskrafteberechnung universell bei jeder kugelsymmetrischen
Massenverteilung einsetzbar.

Es konnte gezeigt werden, dass die Basiswerte fir die Gravitationsberechnung (der anziehenden
Masse und des relevanten Radius) in den beiden Rechenmodellen nicht nur erheblich voneinander
abweichen, sondern sich in gewissen Grenzen als gegenlaufig darstellen. Daraus folgt, dass im
vorliegenden Fall jede weitere Berechnung mit den unterschiedlichen Basiswerten zu
unterschiedlichen Ergebnissen fiihren kann. Weiterhin wird bei der diskreten Rechenmethode eine
visuelle (scheinbare, von einem ortsunabhangigen Inertialbeobachter wahrnehmbaren)
Umlaufgeschwindigkeit um den Mittelpunkt der massiven Kugel nur Gber den gravitativen Umlauf
errechnet. Beide Umlaufzeiten (der gravitative, sowie der visuelle) dauern gleichlang, haben aber
unterschiedliche Umlaufgeschwindigkeiten. (Graphik 13) Die Folgen dieser unterschiedlichen
Ergebnisse bei der Umlaufgeschwindigkeitsberechnung sind aber noch weitreichender.

Versucht man bei einer fernen Galaxie die Masse derselben Uber die visuelle Umlaufgeschwindigkeit
der sie umrundenden Massen zu bestimmen, so wird mit der integralen, zentrumsbezogenen
Berechnung zwangslaufig eine zu grofle Masse errechnet werden. Dieser Rechenfehler fihrt dann
unausweichlich zu der irrigen Annahme einer nicht sichtbaren dunklen Materie. Siehe auch den

Vergleich zwischen Integraler und diskreter Berechnung in einer weiteren Arbeit hier im Forum. 3

*  Was ist der Grund daflr, dass die diskrete und die integrale Rechenmethode zu einem gleichen

Ergebnis nur in der gravitativen Krafteberechnung flihren?

Untersucht man die Herleitung der Formeln fir die integrale, zentrumsbezogene Berechnung genauer,
so ist folgendes festzustellen:

Es sind zwei gegenlaufige ,Fehler(Unterlassungen), die in der Herleitung gemacht werden, die sich
bei der Integration wieder gegenseitig aufheben. Es sind keine Fehler in der mathematischen
Herleitung, diese ist korrekt nach den Regeln erfolgt. Es sind zwei gedankliche Fehler, genauer
gesagt, es sind Unterlassungen, die gemacht wurden. Wobei der zweite Fehler in einem anderen
physikalischen Bereich, zum Beilspiel der Statik kein Fehler wéare. Die Zusammenfassung der Massen
geschieht zunachst nur Uber das Potential V (Skalar) und nicht tber die gravitativen Krafte G oder F
(Vektor). Das Problem ist dabei, das die Uber die Skalarberechnung erhaltene Formel, die keine
Richtungsangabe enthalt, dann in eine Vektorformel mit allgemeiner Richtungsangabe (e;)
umgewandelt wird. Formel (F4) in Formel (F5) und (F6)

Diese Umwandlung ist nicht korrekt, da keine Richtungsangaben der Krafte in Bezug auf Punkt P aus
der Potentialformel abgeleitet werden kénnen. Mit diesem Kunstgriff einer versuchten Vereinfachung
handelt man sich einen Fehler ein. Untersucht man nun die relevanten Formeln und betrachtet sie als
Ableitung der Krafte, die auf Punkt P wirken, so wird deutlich, wo die Fehler liegen. Es wird also im
folgenden Absatz das gravitative Kraftepotential V so behandelt, als ware es F oder G . Der
eigentliche Bezug wird in Klammern dahinter gesetzt.

Der erste Fehler wird in der Formel (F1.1) gemacht. Die gravitativen Krafte F oder G ( Das
Gravitationpotential V) eines Streifens, das auf P wirkt, ist zu hoch angesetzt. Es wird an dieser Stelle
der Berechnung versdumt, das sich gegenseitige teilweise Aufheben der sich gegenuberliegenden
Massen im Streifen in Bezug auf P in die Berechnung mit einzubeziehen. Diese Reduzierung der
Krafte (des Potentials) hatte gemall der Aufsplittung der Krafte in einem Krafteparallelogramm
erfolgen mussen. Je naher der Punkt P von aul3en an die Oberflache der Kugel riickt, desto gréf3er
wird der Offnungswinkel (2 x & )zwischen den gegeniberliegenden Massen des Streifens und damit
wird der sich aufhebende Krafteanteil auch gréRer. Durch diese Unterlassung werden die gravitativen
Krafte (wird das Potential) des Streifens groRer gerechnet, als sie (es) eigentlich sind (ist). Wie man
Massen korrekt zusammenfasst, kann unter % in diesem Forum eingesehen werden. Graphisch wird
dieser Fehler nachfolgend an dem Bild gezeigt, der die Streifen in Graphik 2 darstellt.

® Der Vergleich von integraler und diskreter Berechnung bei der galaktischen Massenbestimmung.*
M. Krause 3/2005

* Das Mehrkdrperproblem in der Berechnung einer Galaxie und der Virialsatz und seine Anwendung
M. Krause 3/2005 Seite 6 und 7
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Die Aufteilung der Kréafte durch das Krafteparallelogramm mit Winkel alpha

Graphik 14 a (ehemals Graphik 2)

Nur der Kréfteanteil im Kréfteparallelogramm, der auf Punkt P gerichtet ist, wirkt gravitativ auf P. Hier
dargestellt durch die blauen Pfeile im oberen Teil des Bildes. (die untere Hélfte der Kugel verhélt sich
spiegelbildlich) Fiir die Streifen, die auf der Kugeloberfldche liegen, gilt das in gleicher Weise. Liegt P
z.B. im Mittelpunkt des kreisférmigen Streifens (ganz rechts dargestellt), so heben sich alle Kréfte des

Massestreifens in Bezug auf P (G = 0) auf.

Das Zusammenfassen der hintereinander liegenden Massestreifen

in ihrer gravitativen Wirkung auf Punkt P

Kugelmittelpunkt

integral

—— Die auf P wirkenden gravitativen Krafte

e

M
Gesamtdui;ﬂmesser der Kugel

T T T T T T T T T

1 5 10

Graphik 14 b

Der zweite Fehler findet in der
Formel (F3) seinen Niederschlag,
hier werden die Krafte (wird das
Potential) zu niedrig angesetzt. Der
Grund liegt in der Zusammenfassung
aller Streifen-Krafte (Potentiale) im
Mittelpunkt der Massen der Kugel
(blau) und nicht im gravitativen
Mittelpunkt der Krafte (Potentiale),
als pinkfarbener Kreis dargestellt.
Fir eine Berechnung in der Statik ist
dieser Umstand unerheblich, nicht
aber im Bereich der Gravitation. So,
durch die Zusammenfassung aller
Massen im Mittelpunkt der Kugel,
ruckt die zusammengefasste Masse
weiter von P weg (Abstand r), als
dies im gravitativen Schwerpunkt der
Fall ware (Abstand rg,,.). Damit wird
auch die Kraft (das Potential) kleiner,
als diese(s) in Wirklichkeit ist. Die
quadratische Zunahme der Kraft, in
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Bezug auf P, ist als schwarze Kurve angedeutet. Wie Einzelmassen diskret richtig zusammengefasst
werden, ist unter 5 in diesem Forum nachvollziehbar.

Beide Fehler, der positive und der negative, addieren sich in der integralen, zentrumsbezogenen
Berechnung und heben sich zuféllig in ihrer Summe auf. Das ist der Grund, warum wir zu einem
Jrichtigen” Ergebnis in der integralen Gravitationsberechnung der Kugel kommen.

Da die Integrale, Zentrumsbezogenen Rechenweise in allen Parametern, auler der gravitativen Kraft,
andere Werte zeigt als die diskrete, meRpunktbezogene Rechenweise, ist sie aufgrund dieser
Tatsache und ihrer fehlerhaften Zusammenfassung der Kugelmassen, trotz eines richtigen
Ergebnisses im Bereich der Gravitation, grundsatzlich zu Berechnungen in der Himmelsmechanik
unbrauchbar.

Fir die Kugel wurde eine Ableitung in der diskreten und der integralen Berechnung vorgestellt. Wie
aber sieht es bei der Massenflache aus? Entsprechen sich dort auch die Krafte, wie bei der
Kugelberechnung?

Deshalb soll nachfolgend, in einem zweiten Teil dieser Arbeit, die Herleitung der Gravitation einer
Massenflache folgen.

Teil 2

® Das Mehrkdrperproblem in der Berechnung einer Galaxie und der Virialsatz und seine Anwendung
M. Krause 3/2005 Seite 3 ff
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5. Die Herleitung der Gravitation einer Massenflache aus der Kugelberechnung

Es wird zundchst von einer idealen Hohlkugel ausgegangen, auf deren Oberflaiche die Masse
gleichmaRig verteilt ist. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, das es fir einen Punkt P innerhalb
dieser Hohlkugel keine Gravitationswirkungen gibt.

Folgende Uberlegung soll nun naher betrachtet werden. Der kugelférmige Kérper wird in schmale,
waagerechte Flachen unterteilt. Zwei dieser Flachen (genau genommen sind es nur Massenringe)
werden naher betrachtet. Im Punkt P wird die Kugel orthogonal zum Radius r im Abstand r in zwei
Kugelsegmente zertrennt. Alle Massen des vom Mittelpunkt abgewandten Kugelsegments ziehen mit
einer gerichteten Kraft, die vom Mittelpunkt weg weist, gravitativ an P. Diese Kraft soll negative
Gravitation heiRen, weil sie vom Kugelmittelpunkt wegweist. Alle Massen des anderen Kugelsegments
ziehen am Punkt P mit genau der gleichen Kraft in die Gegenrichtung, namlich zum Kugelmittelpunkt.
Diese Kraft heiRt dann positive Gravitation. Da sich die gravitativen Krafte der beiden Kugelsegmente
gegenseitig aufheben, ist die Gravitation innerhalb der Hohlkugel im Punkt P = 0.

Graphik 15 In dieser
Graphik sind zwei Flachen
besonders hervorgehoben:
Es ist die Mittelflache, in
deren Zentrum der
Mittelpunkt der Kugel liegt.
Und es ist eine Flache im
oberen Teil der Kugel,
deren Radius kleiner als
der Radius vom Punkt P
aus ist.

Die gravitative Kraft aller
Flachen zusammen auf
Punkt P wirkend ist gleich
0, da alle Flachen
zusammen die gesamte
Hohlkugel ergeben.
Betracht man die Flache,
deren Radius kleiner als
der Radius des Punktes P
ist, so ist klar, dass in
dieser Flache nur Krafte in
Richtung zum Mittelpunkt
hin, in Bezug auf Punkt P,
wirken koénnen. Dies wird
kenntlich gemacht durch
einen Pfeil, der Richtung
Mittelachse und damit Richtung Mittelpunkt der Hohlkugel weist. Diese Flache bt auf Punkt P eine
positive (zum Mittelpunkt der Hohlkugel gerichtete) Kraft aus.

Betrachtet man nun die Mittelflache, so ist ersichtlich, dass es zwei gravitative Bereiche gibt. Der
pinkfarbene Bereich der Mittelflache Ubt eine zum Mittelpunkt hin gerichtete Kraft auf den Punkt P aus,
wahrend der blaue Teil der Mittelflache, der Mittelpunkt abgewandten Seite, eine zum Rand hin
weisende Kraft auf den Punkt P ausiibt.

Die Frage, welcher der Bereiche der Mittelflache starker gravitativ wirkt und damit welche
Kraftwirkungen auf Punkt P von der Mittelflache in Summe ausgelbt werden, ist leicht zu beantworten.
Wenn die Summe aller Flachenkrafte (der Gesamthohlkugel) auf Punkt P gleich Null ist, dann ist die
Kraft der Mittelflache auf Punkt P negativ, das hei3t zum Rand hin gerichtet. Der Grund hierfir liegt in
der positiv wirkenden kleinen Flache, deren Radius kleiner als der des Punktes P ist. Ist diese hier
positiv, so muss jene zum Ausgleich (um auf F = 0 in der Gesamtkugel zu kommen) negativ sein.

Die ideale Hohlkugel F=0 F nimmt quadratisch ab
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Graphik 16 Es werden in dieser
Graphik die gravitativen Krafte, die
auf Punkt P wirken wirden, fur 10
1,00E+29 Flachen (je ober- und unterhalb der
Mittelflache) der Gesamthohlkugel

gravitative Krafte, die in den Flachen auftreten

5,00E+28 +

e dargestellt. In der Summe ergeben
0,00E+00 | —————————, " sie fur die Krafte innerhalb der
2 3 4 9 10 Gesamthohlkugel F =0
-5.00E+28 (Werte entnommen aus der EXCEL

Modelldatei KOKUG10.....)
-1,00E+29 -
-1,50E+29 1 Die relevante Mittelflache ist durch
die pinkfarbene Kurve markiert.

2,008+29 Deutlich ist zu erkennen, dass ein

-2,50E+29 1 Teil der Flachen nur positiv auf P
einwirken, wahrend die Mittelflache
2,008+29 1 iberwiegend den negativen
3,50E+29 . Ausgleich liefern muss.
Die Mittelflache der Hohlkugel ist ja
~00E+29 die Massenflache, in deren Ebene

Der Mittelpunkt und auch Punkt P liegen. Sie ist die Flache, deren Kraftwirkungen auf Punkt P naher
untersuch werden soll. Es ist nur zu offensichtlich, das die Ergebnisse der Gravitationsberechnung,
die fur die Hohlkugel gelten, nicht auf die Flache Ubertragbar sind.

Die Massenflache, deren gesamte Masse gleichmaflig am Rand verteilt ist, verhalt sich nicht wie eine
Hohlkugel. Eine ideale Hohlkugel tibt keine gravitativen Krafte auf einen innenliegenden Punkt P aus,
bei einer runden Hohlflache ist das im Gegensatz dazu anders, hier wird der Punkt P gravitativ nach
auflen zum Rand hin angezogen.

Diese zum Rand hin gerichtete Gravitation wird umso starker, je naher der Punkt P am Rand liegt.

Betrachten wir noch die ideale massive homogene Vollkugel und die darin enthaltene Mittelflache.

Graphik 17

Die ideale Vollkugel *  F nimmt F nimmt quadratisch ab Wieder zerteilen wir die Kugel in
linear zu

viele waagerechte Flachen und
betrachten speziell die Mittelflache,
in deren Mitte der Mittelpunkt der
Kugel liegt. Da in der gesamten
Mittelflache eine homogene
Massenverteilung vorliegt, kdnnen
wir durch Spiegelung des blau
markierten Kreissegments, deren
Massen eine zum Rand hin
wirkende gravitative Kraft auf
Punkt P ausliben, den Bereich in
— der Flache ermitteln, der zur
/ Aufhebung der negativ wirkenden

g Krafte bendtigt wird. Der

¢ - pinkfarbene Bereich mit der blauen
ey feeee, Strichelung zusammen mit dem
\ blauen  Bereich  zeigt den
4 linsenférmigen Flachenbereich, in

dem sich alle gravitativen Krafte in
Bezug auf Punkt P gegenseitig
aufheben. Zieht man diesen
neutralen  Bereich von  der
Gesamtmittelflache ab, so bleibt
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der Bereich der Flache ubrig, der den Punkt P zum Mittelpunkt der Flache zieht. Auch hier ist
ersichtlich, dass der gravitative Schwerpunkt nicht im Mittelpunkt der Flache liegen kann.

Graphik 18 In dieser Graphik
werden die gravitativen Krafte,
die auf Punkt P wirken wirden,

gravitative Kréfte, die in den Fldchen auftreten

9E+34 fuar 10 Flachen (je ober- und
/' unterhalb der Mittelflache) der
8E+34 massiven Gesamtkugel
dargestellt. In der Summe
7E+34 / ergeben sie fur die Gesamtkugel
6E+34 F = linear ansteigend, wie in
5E+34 / X Graphik 11 (rechte Seite) zu
// betrachten. (Werte entnommen aus

4E+34 " der EXCEL Modelldatei KOKUG10.....)

3E+34 /Q///W Die Steigung der
DE+34 /'l%/// Gravitationskraft ist innerhalb der

Flache nicht linear, wie es bei

1E+34 - der idealen Vollkugelbetrachtung
ja war, sondern sie st
0 ——F——— T+ T+ quadratisch ~ ansteigend  mit

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 linearem Anteil,

da der neutrale Bereich der
Gesamtflache, mit dem stets naheren Platzieren von Punkt P zum Rand der Flache, nichtlinear
kleiner wird. Graphik 18 zeigt nun den unterschiedlichen gravitativen Krafteanteil von 10 Einzelflachen
(die der oberen und unteren Halbkugel wurden aus Grinden der Symmetrie zusammengefasst.),
dargestellt durch die farbigen Kurven. Die pinkfarbene Kurve stellt die gravitative Kraft auf Punkt P in
der Mittelflache dar. Und nur diese Kurve ist fur die Flachenbetrachtung relevant. Wirde man alle
Kurven addieren, so erhalt man wieder den linearen Anstieg der Kurve innerhalb der ganzen Kugel,
wie in der Graphik 7und 11 dargestellt.

AuRerhalb der massiven Mittelflache nimmt die Gravitation fir Punkt P bei der diskreten Berechnung
auch quadratisch ab. Allerdings nicht in der gleichen Weise, wie das bei der Kugelberechnung der Fall
war. Der gravitative Schwerpunkt (in der Flache) liegt ndher am Punkt P (bei der diskreten
Berechnung), als der Mittelpunkt der Flache, damit wird eine erheblich gréRere, gravitative Kraft auf
Punkt P in der Flache ausgeubt.

. . . . Die nebenstehende Graphik 19
Die Grole der gravitativen Kraft in Bezug Ze'iegp © ensdiee ende bgf:ch'neten

auf P im diskreten und im integralen Flachen-Modell gravitativen Krafte innerhalb und

7 aulerhalb der massiven
. homogenen Flache, die auf
einen Punkt P ausgetibt werden.
(Schematische Darstellung) Es
gibt, durch die integrale und die
diskrete  Berechnung, keine
Vergleichbarkeit der errechneten
Kréfte.

Die pinkfarbene Kurve zeigt die
gravitativen Krafte, die auf einen
Punkt P wirken, nach der
diskreten Berechnung. Die blaue
Kurve zeigt im Unterschied dazu
die gravitativen Krafte, die auf
einen Punkt P wirken, nach der
integralen Berechnung.

Die Gegensatzlichkeit der
unterschiedlichen Berechnungs-
bstand zwischen P und dem Mittelpunkt der Kugel ——m Arten tritt, in der graVitativen
M= — — — T Krafteberechnung, mehr als
1 5 10 deutlich zutage.

-;I;IEEhenrand

10

Gravitative|Kraft

integral
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Gegeniiberstellung der gravitativen Krafteberechnung im integralen Modell und im diskreten
Modell

Die Integrale und die diskrete Rechenweise unterscheiden sich in der Massenfliche in allen
Wertebereichen der Kraft F, der gravitativ wirkenden Masse M, und dem Abstand r. War bei der
Kugelberechnung wenigsten noch die Gravitationskraft F in beiden Rechenmodellen gleich, so ist das
bei der Gravitationsberechnung fir die massive, homogene Flache nicht mehr der Fall.

Die erhebliche Abweichung zwischen der integralen und der diskreten Gravitationsberechnung in der
Flache wird durch die folgende Graphik dargestellit.

Kriafte der Mittelflaiche: Abweichung zwischen Integraler . .
und Diskreter Berechnung Graphik 20 Die prozentuale

(Basis Integral) Abweichung der diskret errechneten
250% Gravitation von der Integralen
Berechnung fiir die massive Flache.
(Basis 100% integrale Berechnung)

200%
/ (Werte entnommen aus der EXCEL Modelldatei
KOKUG10.....)

150% } Die 100% Linie in dieser Graphik stellt
R die Krafte der durch die Integrale
Berechnung ermittelten Werte dar. Alle

*

100% < Werte, die dber die 100% Marke

/ hinausgehen, zeigen an, dass durch die

diskrete Berechnung die Kraft, die auf P

S0% ausgeiibt wird im Randbereich der

/ Flache einen hoheren Wert hat, als der

durch  die integrale Berechnung

gefundene Wert. Im zentrumsnahen

Bereich der Flache verhalt es sich mit

der gravitativen wirkenden Kraft auf den Punkt P genau andersherum, hier ist die Gravitation, nach der

diskreten Rechenmethode ermittelt, mehrfach geringer, als die Gravitation, die nach der integralen
Methode berechnete Werte.

0%

Im Inneren der massiven homogenen Flache, nahe dem Zentrum, sind die diskret errechneten Werte
fur die Gravitation erheblich niedriger als die integral errechneten Werte. Verschiebt man den Punkt P
in Richtung Flachenrand, so nimmt die Gravitation in der diskreten Berechnung starker zu, als bei der
integralen Berechnung, um dann am Rand den doppelten Wert der gravitativen Kraft zu erreichen,

(Die Einzelpunkte in der Graphik stellen unterschiedliche Entfernungen vom Mittelpunkt der Flache
dar, links beginnend mit 1 bis zur senkrechte Linie, dem Rand der Flache, wo der Wert 10 erreicht
wird. Im Punkt 11 wird die groRte Gravitation erreicht, weil hier im diskreten Modell erstmalig alle
Massen der Flache gravitativ auf Punkt P wirken kdnnen. (Die Rasterung verhindert dies noch im
Punkt 10) Der rote Punkt (nur zur Orientierung rot eingefarbt) markiert eine Position auferhalb der
Flache mit Abstand 12, gefolgt von 15, 30, 45, 60 und 100)

AuRerhalb der homogenen Masse-Flache nimmt dann die Gravitation quadratisch ab, ohne aber den,
nach der integralen Rechenmethode ermittelten, niedrigeren Wert der Gravitation je zu erreichen. Das
heil3t, dass die Gravitationskraft im diskret gerechneten Modell auf3erhalb der Flache, auch bis zu
groReren Abstande hin, stets einen hdheren Wert erreicht als bei der integralen Rechenweise.

Fazit: Die nach der integralen, zentrumsbezogenen Methode™**
ermittelten Werte der gravitativen Krafte fiir eine
Hohl- und Vollkugel sind falsch.
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** (Hinter dieser Berechnungsmethode verbirgt sich die Zusammenfassung der Massen, die sich in einer homogenen massiven
Kugel (auch Hohlkugel) oder einer homogenen massiven Flache (auch Hohlflache) befinden, zu einer Punktmasse im
Mittelpunkt dieser Kugel oder dieser Flache. Das Integrale Zusammenfassen der Kugelmassen im Kapitel 2 dieser Arbeit
geschieht zwar augenscheinlich Gber die Potentiale und damit scheinbar Uber die gravitativen Krafte, entspricht aber letztlich
doch nur dem linearen Zusammenfassen der Massen im Mittelpunkt der Kugel, wie es auch in der Statik Gblich ist.)

Weitere Anwendung der diskreten Gravitationsberechnungen

Zwei deutliche Beispiele fur die fehlerhafte Berechnung mittels der integralen, zentrumsbezogenen
Berechnung liefern die Probleme, die mit den Entfernungsberechnung der Pioneer Sonden und der
Lichtablenkung der galaktischen Gravitationslinsen auftreten.

Die abgebremste Pioneer Sonde

In diesem Umstand der fehlerhaften Berechnung liegt also eine mogliche und sehr wahrscheinliche
Erkldrung fur das unerwartete, zdgerliche sich Entfernen der beiden Pioneer Sonden aus dem
Sonnensystem. Gibt man die Planetenmassen unseres Sonnensystems (evt. auch die Masse der
Oortschen Wolke, was eine weitgehende Konstanz der Geschwindigkeit bewirken wirde) in das
diskret rechnende Excel- Modell ein, so erhdlt man in der Entfernung der Pioneer Sonde zur Sonne
eine um 0,0064%6 erhdhte Gravitation gegeniber dem integralen, zentrumsbezogenen
Rechenmodell.”

Dies wurde die ratselhafte ,Bremswirkung“ erklaren, die die Pioneersonde erféhrt. Es braucht also
keine neue Energie postuliert zu werden, wie im genannten Artikel beflrchtet, die gute alte
newtonsche Gravitation, mit der richtigen (diskreten!) Rechenmethode, reicht zur Erklarung des
Phanomens vdllig aus.

Zu schwache Gravitationslinsen

Auch die Eigenschaft ferner galaktischer Gravitationslinsen , das Licht starker als erwartet abzulenken
ist jetzt problemlos erklarbar. Der Uber die integrale Rechenmethode ermittelte zu niedrige (weil
fehlerhafte) Wert der Gravitation reicht nicht aus, um die Ablenkung des Lichtes der dahinter
liegenden Galaxien zu erklaren. Das ist nur zu verstandlich. Der mehr als doppelt so hohe Wert der
Gravitation am Rand der Galaxie, der bei der diskreten Flachenberechnung herauskommt, sollte zur
Ablenkung des Lichtes durch die als Gravitationslinse wirkende Galaxie hingegen ausreichen.

Zwei beobachtbare, bisher unerklarliche Phanomene waren damit, ohne die Annahme einer
zusatzlichen dunklen Materie, aber mit einer richtigen Berechnung, erklarbar.

Fragliche dunkle Materie

Mehr noch als bei der integralen Kugelberechnung tritt der Fehler bei der integralen
Flachenberechnung eklatant zu tage.

......... Versucht man bei einer fernen flachenhaften Galaxie ihre Masse Uber die visuelle
Umlaufgeschwindigkeit der sie umrundenden Massen zu bestimmen, so wird mit der integralen,
zentrumsbezogenen Berechnung in der Flache zwangslaufig eine erheblich zu grofle Masse
herauskommen. Dieser Rechenfehler fihrt dann unausweichlich zu der irrigen Annahme einer nicht

® Der errechnete Wert hat eine relative Toleranz von 1% auf die errechnete Differenz, entsprechend
+ - 0,000032 % auf den Ausgangswert

/ Diesen Artikel findet man auf NZZ Online unter: http://www.nzz.ch/2002/10/30/ft/page-article8GG6N.html
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sichtbaren dunklen Materie. Siehe auch den Vergleich zwischen Integraler und diskreter Berechnung
in einer weiteren Arbeit hier im Forum.......... 8

6. Literatur Zusammenfassung

Ableitung stark angelehnt an die Themenbehandlung im 1. Teil der Reihe ,Fundamental University
Physics“ von Alonso & Finn

Deutsche Fassung: M. Alonso/ E.J.Finn, Physik 3. Auflage (2000) Oldenboerg Verlag S. 318ff Die
Gravitation eines kugelférmigen Korpers

» Das Mehrkoérperproblem in der Berechnung einer Galaxie und der Virialsatz und seine Anwendung®
M. Krause 3/2005

,Der Vergleich von integraler und diskreter Berechnung bei der galaktischen Massenbestimmung.“ M.
Krause 3/2005

Den Artikel zur Pioneer Sonde findet man auf NZZ Online unter:
http://www.nzz.ch/2002/10/30/ft/page-article8 GG6N.html

EXCEL Modelldatei KOKUG10.....(Es ist geplant die Datei so weit zuganglich zu machen, das man
Daten eingeben und auch abfragen kann.)
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